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Un Probleme de Connectivite sur les Espaces Metriques
ALAIN QUILLIOT
If x and yare two points of a compact metric space E, we call connectivity in E between x
and y the smallest number of points other than x or y that we must withdraw from E in order
to get a metric space which does not admit any continuous path between x and y.
We denote this number by CE(x, y) and we prove, under some regularity conditions on E, that
if CE(x,y)<oo, then there exists in E a system of CE(x,y) innerly disjoint continuous paths
between x and y.
This result provides us with an extension of Menger's theorem for finite graphs and we show
how it may become incorrect when E presents some kinds of irregularities.
1. DEFINITIONS
Si X et y sont deux points d'un espace metrique compact E, nous nommons connectivite
entre x et y dans E, le plus petit nombre de points {Xi; i E I} de E, autres que X et y,
qu'il faut retirer de E afin d'obtenir un espace dans lequel x et y ne peuvent etre connectes
par un chemin continuo (Nous dirons que le retrait des points {Xi; i E I} disconnecte X et
y dans E). Nous notons CE(x, y) la connectivite dans E entre X et y.
Cette definition est bien sur arapprocher de la definition de la connectivite entre deux
sommets d'un graphe fini [1], [2]; A tout graphe fini G = (X, E) peut etre associe un
espace topologique compact G', en considerant chaque arete de G comme une copie du
segment [0, 1]. G" peut etre plonge dans 1R3 [3], et des lors est metrisable. D'autre part
tout chemin dans G induit un chemin continu dans G'. Il devient done naturel d'essayer
de savoir si le theoreme de Menger [1], [4], qui est la base de la theorie de la connectivite
sur les graphes, peut etre generalise dans ce nouveau contexte, c'est adire s'il est possible
d'ecrire:
CE (x, y) = nombre maximum de chemins continus interieurement disjoints entre x et y
dans E. (Nous noterons vE(x,y) cette derniere quantite). (1)
L'objet de ce travail va alors etre precisement d'examiner dans quelles conditions l'egalite
(1) ci-dessus se trouve verifiee.
2. UN PREMIER CONTRE-EXEMPLE POUR L'EGALITE (1)
L'egalite (1) est bien sur vraie si x et y ne sont pas dans la meme composante connexe
par arcs. Donnons un exemple d'espace pour lequel (1) n'est pas toujours verifiee:
Dans 1R2, notons Cn la ligne brisee allant de 0 = (0, 0) en An = (1/ n, 0), puis de An
en B = (1,1), (pour n ;:'1), et Co le segment OB (voir Figure 1).
o
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E = Un=o Cn est compact et metrique si on Ie cons idere muni de la distance
euclidienne.
II est clair que l'on a: CE(O, B) = 00; VE(O, B) = 2; Nous sommes done conduits it
renforcer nos hypotheses relatives it I'espace E.
3. ESPAcEs (p, q)-CONVEXES; PROPRIETE (P)
Soient x et y deux points d'un espace metrique compact E, de distance d, que nous
supposons connexe par arcs .
Nous nommons chaine de pas a> 0 entre x et y toute suite finie C :
C = {x = Xo, XI,"', x, = y}
telle que:
Vi E 0, I, ... , n -I, dt x; xi+d:s;; a.
La longueur L( C) de C est Ie nombre:
n-l
L(C) = L d(xi, X i+ 1).
;=0
Notant Ca(x, y) I'ensemble des chaines de pas a dans E entre x et y, on pose:
Dd(x,Y)= Suplnf L(C).
a > O. C E Ca (X .Y )
[Dd(x, y) peut etre egal it +00].
Nous disons alors que E possede la proprieie (P) si Dd definit sur E une distance
induisant sur E la meme topologie que d.
Si G = (X, E) est un graphe fini, I'espace G" defini au paragraphe verifie la propriete
(P); En fait la majorite des espaces usuels verifient cette propriete.
Un espace metrique compact E, de distance d, sera dit (p, q)-convexe si I'on a:
Vp, q E IR +, Vx, Y E E tels que d(x, y):s;;P +q, on a BE(x, p) (") BE(y, q),e 0 .
[N.B : Bdx,p)=boule dans E de centre x et rayon P={YE Ejd(x, y):S;;p}].
Si un espace metrique E, muni d'une distance d verifie la propriete (P ), iI devient alors
clair que muni de la distance Dd construite plus haut, il est (p, q I-convexe.
Reciproquement, si un espace E muni d'une distance d est (p, q)-convexe, alors il est
aussi connexe par arcs, verifie la propriete (P) et on a en fait egalite entre d et Dd•
Nous pouvons alors enoncer:
PROPOSITION I. Un espace metrique, compact, connexe par arcs, E, de distance d, oerifie
la propriete (P) si et seulement si il est possible de trouver une distance sur E, qui conserve
la topologie de E et fait de E un espace metrique (p, q) -convexe.
L'espace qui a ete utilise comme contre-exernple au paragraphe 2 ne satisfait pas la
propriete (P). Nous renforcons done nos hypotheses sur E en supposant it partir de
maintenant que I'espace E considere veri fie cette propriete. En fait, dans Ie paragraphe
5, no us supposerons merne que cet espace est (p, q)-convexe et nous serons alors amenes
it utiliser quelques concepts supplernantaires :
CHEMINS GEODESIQUES; PROCEDES DE CORRECTION
DEFINITION. Un chemin continu T entre 2 points x et y d'un espace metrique compact
et (p, q) -convexe E, muni d'une distance d, sera dit chemin geodesique entre x et y si
l 'on a:
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VZE T, d(x, z) +d(z, y) = d(x, y ).
II est clair que pour tout x, y E E, il existe alors au moins un chemin geodesique dans
E entre x et y.
Si a et b sont deux points d'un chemin geodesique T de E, on note T/[a, b] Ie chemin
forme par la restriction de T entre a et b. Ce chemin est bien sur lui aussi un chemin
geodesique,
DEFINITION. Si T entre x et y, T' entre x' et y ', sont deux chemins geodesique de
I'espace ( p, q)- convexe E, il est facile de verifier que I'on peut modifier T' de telle sorte
que :
Va, b e T n T', T/[a, b] c: T n T' .
On dira alors que T' est corrige par rapport il T.
4. UN CONTRE-EXEMPLE POUR L''EGALITE (I ) QUAND CE(x, y) = +00, ET QUAND
L'EsPACE E SATISFAIT LA PROPRIETE (P)
Considerons dans I'espace 1R3 affine, Ie plan P; d'equation z cos u = y sin u, (u E
]0, 1T/8[), Ie point A= (I, 0, 0) et Ie point Bu = (0, cos u, sin u ). Dans P; rep ere par 0 ,
OA, OB u , no us pouvons choisir une courbe Cu telle que:
verifiant
I -an = u; V i EI , 2, . .. , n - l , a i + l - a;< 2u ;
et permettant de representer graphiquement Cu selon la Figure 2. (Nous effectuons ce
choi x pour tout U E ]0, 1T/8[).
o
-
0,
°n-1 on A X
F IGU R E 2.
Posons alors:
E =[0,A]u(9 s C1T/n).
([0, A] = intervalle entre °et A). E est compact, verifie la propriete (P), et il est cla ir
que la connectivite dans E entre °et A est infinie. Notons An la partie discrete de
C1T / nn [0, A]. (Sur la figure ci-dessus, on a An = {az, . . . , an_I}). II est alors facile de voir
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que les courbes C7r / n peuvent etre en fait choisies de telle sorte que:
'tin, n' EN, n of' n',
II devient alors impossible de trouver un systeme infini de chemins continus interieurement
disjoints entre 0 et A dans E. (Simple verification.)
REMARQUE. En fait nous notons sur cet exemple, que le nombre VE(O, A) n'est ici
pas defini, car (et c'est une consequence de notre resultat principal du paragraphe V qui
suit), pour tout entier m, il est possible de trouver un systeme d'au moins m chemins
disjoints continus entre 0 et A dans E.
5. RESULTAT PRINCIPAL
Nous en arrivons maintenant a notre generalisation du theoreme de Menger pour les
espaces metriques qui verifient la propriete (P).
THEOREME 1. Soit E un espace metrique compact, connexe par arcs et oerifiant la
propriete (P) et soient deux points x et y dans E. Alors, pour tout entier p inferieur ou ega!
a CE (x, y), (qui peut etre etentuellement egal a l'infini), if est possible de trouver un systeme
d' au moins p chemins continus interieurement disjoints entre x et y dans E.
REMARQUE. Ce theoreme generalise effectivement le theoreme de Menger pour les
graphes finis, puisque si G = (X, E) est un graphe fini, il suffit d'appliquer le theoreme
1 a l'espace G" defini au premier paragraphe pour obtenir le resultat du theoreme de
Menger.
DEMONSTRATION DU THEOREME I
La proposition 1 no us permet bien sur de supposer que l'espace E muni de sa distance
d est en fait un espace (p, q)-convexe. La difficulte du probleme vient alors de ce qu'il
est difficile de construire notre systeme de n chemins continus disjoints entre x et y sans
que certains de ces chemins ne fusionnent au voisinnage de x ou de y. Un rapide exam en
permet de constater qu'un simple raisonnement qui se contenterait d'appliquer le theoreme
de Menger sur un graphe fini issu d'une discretisation de E et qui concluerait par
compacite ne peut donner le resultat ici.
Nous allons done etre amenes a proceder par etapes et a tout d'abord introduire la
notion suivante:
RESEAU ROUTIER D'UN ESPACE (p, q)-CONVEXE
Soit done E notre espace (p, q)-convexe, d sa distance, et x et y deux points distincts
dans E. Nous pouvons supposer d (x, y) > 2 (sinon nous multiplions d par un coefficient
adequat). Posons:
RApPEL. Si AcE est une partie d'un espace topologie E, on note A l'interieux de A
et A la fermeture de A.
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Un reseau routier dans E entre x et y sera alors un systerne (S, F) du type suivant:
SeE; x,yES;
'tin E N, S n U; est fini;
Fest une famille de chemins geodesiques de E, reliant entre eux certains points de
S et telle que:
'tIT, T' E F, TnT' est vide ou est reduit a une extremite commune;
'tIT E F, Tn Un n' est non vide que pour au pIus deux indices n E N.
Un reseau routier (S, F) entre x et y dans E peut alors etre clairement interprete a la
fois comme un espace metrique E(S, F), compact et verifiant la propriete (P) (sous reserve
d'etre connexe) et comme un graphe O(S, F), eventuellement infini. Tout chemin infini
et elementaire dans O(S, F) peut etre alors considere comme un chemin injectif continu
de E(S, F) entre x et y et reciproquement.
LEMME I. L' egalite suivante est vraie:
CE(S.F)(X, y) = VE(S,F)(X, y) = une quantite finie.
DEMONSTRATION. II est clair que C E(S,F)(X, y) est fini et que l'on a:
Posons k = CE (S,F)(X, y) = k > 0 et considerons Ie graphe fini OneS, F) = (Xn, Vn) forme
de la facon suivante (n > 0):
!x, = S - [[ BE( X, 2nl+I) UBE(Y' 2nl+I))]n Sla, b e X n sont adjacents dans OneS, F) si ils sont adjacents dans O(S, F) ou bien sil'on a: a =x (ou y) et dt a, b):os; 1/2 n•
La connectivite dans OneS, F) entre x et y est au moins egale ak: II existe done (theorerne
de Menger) k chemins elementaires Tn,), ... , Tn,k, deux adeux disjoints, entre x et y dans
o.ss, F),
Un simple raisonnement de limite inductive permet alors de deduire, quand n tend
vers +00, k chemins elementaires infinis et deux a deux disjoints dans O(S, F), c'est a
dire aussi k chemins continus disjoints entre x et y dans E(S, F), soit Ie resultat.
Revenons maintenant au problerne principal; Nous allons essayer de construire un
reseau routier (S, F) sur E entre x et y tel que l'on ait:
CE(S,F)(X, y) ~ p.
Pour cela nous aurons besoin du lemme suivant:
LEMME 2. Soit XoE Uo; II existe un nombre h(xo) tel que pour tout systeme de (p - I)
points X 2, ... , xp dans E - {x, y, xo}, it so it possible de trouver un chemin continu T entre x
et y dans E, qui eoite x 2, ••• ,x1" et dont la distance axo soil au moins egale ah(xo) > 0,
DEMONSTRATION. Supposons l'inverse; on peut alors supposer l'existence d'une suite
de chemins conti nus T; entre x et yet de (p -I) suites de points {x2,n}, . . . , {xp,n}, (n EN)
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dans E, telles que :
Ivn E N, t; evite xo, X2.n, . • • , Xp•n ;distance de T; a Xo";;; 1/ n;il n'est pas possible de trouver un chemin continu T~ entre x et y, qui evite X2.n, •.• , xp•net dont la distance a Xo soit plus grande que 1/ n.
On peut bien sur supposer que les suites {X2.n}, " . , {xp•n } , (n EN), convergent dans E
vers des points
X2, • •• , Xk, Xk+h • •• , xp-
'"'Xo =Xo
Prenons r> 0 tel que:
{x, y, X2,"" xdn BE (Xo, r) = 0.
Posons W = ensemble des couples (a, 13) avec a et 13 E {x, y, X2,'''' Xk}' Un chemin T;
peut bien sur etre pris injectif et etre considere comme une somme finie de sous-chemins
Tn•ll ( u E W) ayant pour extremites les elements du couple u = (a, 13), et ne contenant
aucun autre point de {x, y, X2, ••• , Xk} que a et 13. (avec a et 13 distincts).
Le nombre de chemins Tn•1l intervenant dans une telle decomposition est au plus egal
a (k; I).
Posons W' = {u E W tels qu'il existe une quantite infinie d'indices n pour lesquels un
chemin Tn.1l apparait dans la decomposition de Tn}.
On peut (en eliminant au besoin certains des premiers elements de la suite T; (n EN);
supposer que pour tout u E W on a:
II existe un indice n E N, pour
lequel un chemin Tn•1l apparait dans ~ U E W'.
la decomposition de T;
Pour u = (a, 13) donne dans W ' et n tel que Tn•1l soit defini, i! est possible de considerer
que Tn•u 'va' de a en 13 et done de definir ' l'entree' an•1l de Tn•1l dans BE(xO, r ) et aussi
sa 'sortie' bn•1l de BE(xO, r) (voir Figure 3). On peut bien sur supposer que les an•1l et les
bn•ll ( n EN) forment des suites de Cauchy.
a
FIGURE 3.
On peut alors trouver no( u) E N assez grand tel que:
Tno( Il ) . 1l est defini;
Vn, m ~ no(u) tels que Tn•1l et Tm•1l soient definis, on ales inegalites: d (a n•ll , am •ll ) et
d(bn•ll , bm•Il ) ,,;;; r/2;
Tout geodesique L n•m• 1l entre an•1l et am •1l (ou L~.m.1l entre bn•1l et bm•ll ) defini avec
n, m ~ no( u), evite les points Xj.q; j E 2, .. . , p ; q ~ no( u ).
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Posons donc no= SUPU EW ' no(u).
Soit alors un chemin Tn, (n ~ no) qui se decompose comme suit:
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u, v, . .. , t E W ',
u = (x, a), v=(a,f3), ... , t = ('Y, y).
Construisons un chemin T~,u comme suit:
T~,u va de x en an,u par Tn; puis de an,u et a"o(u),u par Ln,"o(u),u; puis de a"o(u ),u en b"o(u),u
par T"o(u); puis de b"o(u),u en bn.u par L~,no( u ).u; puis de bn.u et par Tn.
On construit de meme T~, v, ... , T~,r et on pose:
T~ = T~,u +, , ,+ T~,r '
II est clair que si nest assez grand, Ia portion de T"o(u),u definie entre a"o(u ),u et b"o(u),u
ne contient aucun point x, y, X2 , ••• , Xk et aucun point x2,n, ... , xp,n'
Mais dans le meme temps, la distance de T~ a Xo ne converge pas vers 0 quand n
devient grand et cela induit une contradiction avec Ia facon dont ont ete definis Ies
chemins Tn' Le Iemme 2 se trouve alors demontre,
LEMME 3, II est possible de trouver une suite de nombres positifs ho, . . . , h.; . .. , tel que
pour tout p-uple (x io ••• , xp) E Vi, X ' , • X V ip, it existe un chemin continu Tentre x et y tel que:
'<IjE 1,2, ... , p, distance de xj aT~ h.,
Reprenons le resultat du lemma 2; On aurait en fait sans difficulte pu Ie formuler ainsi:
Soient xo, . , , , Xk -I, k points fixes dans Vo; (k";;;' p ),
II existe un nombre positif h(xo, . . . , xk- d tel que pour tout systeme de p - k points
Xk+Io "" xp dans E -{x, y}, il existe un chemin continu T entre x et y, qui evite
Xk+ Io , xp et dont Ia distance achacun des po ints xo, ... ,Xk-I est au moins egale
a h(xo, , xk-d.
Un argument de compacite permet alors de voir que Ie nombre h( xo, ' . . , Xk-l ) peut etre
en fait pris egal aun certain nombre ho independant de k et de xo, ... , Xk -I ' Reprenant
Ie raisonnement du lemma 2, on peut alors prouver aussi l'assertion suivante:
Soient xo, ... , Xk -I, k points de VI; k e:p.
J
II existe un nombre positif h(xo,. , ., Xk-l) tel que pour tout systeme de p - k points
Xk+Io" " xp dans E - {x, y}, il existe un chemin continu T entre x et y, qui evite
Xk+Io ,xp> dont Ia distance a chacun des points xo, ... , Xk -I est au moins egale
a h(xo, , Xk _l) et dont Ia distance a ceux des points xo, . . . , Xk-I, Xk+Io . . . , xp
qui sont dans Vo est au moins egale a ho.
Cette assertion se prouve sans difficulte en reproduisant Ie schema de demonstration du
Iemme 2, et on peut voir la encor par un raisonnement de compacite que Ie nombre
h(xo, .. . , Xk-I ) peut en fait etre pris egal a un certain h. > 0, independant de k et des
points xo, ' .. ,Xk-l dans VI'
II est clair que ce raisonnement se poursuit, et qu 'il permet de construire une suite de
nombre ho, hI,"" h.; ... , qui correspond a l'enonce du Iemme 3.
LEMME 4. Soit S une famille de points dans X -{x, y } te//e que : '<In E N, S 11 U; est
fini. Soit F une famille de chemins geodesiques entre certains points de S, te//e que s' it existe
un chemin dans F entre a et b appartenant aS, alors a et b sont dans une meme union
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VnU Vn+1 et on a: d(a,b)~1/2n+' . Alors F peut etre en fail remplacee par une autre
famille de chemins geodesiques F' telle que: V T, T' E F', T () T' est une union finie de
chemins geodesiques disjoints deux a deux; deux points a et b etant donnes dans S, s' if
existe un chemin de F entre a et b, alors if existe aussi un chemin de F' entre a et b.
DEMONSTRATION. II est clair que pour tout n E N, la quantite de chemins de F qui
intersectent U; est finie. Des lors F peut etre ordinnee en une suite :
To, TI>"" Tn>'" finie ou non (car F est au plus denombrable). On corrige alors T1
par rapport it To, puis T2 par rapport it To, puis par rapport it T1 puis T3 par rapport
successivement it To, TI> T2 et ainsi de suite. (Voir la definition du processus de correction
it la fin du paragraphe 3).
Chaque chemin T, ne subit qu'un nombre fini de manipulations, et c'est un simple
raisonnement par induction qui permet alors de voir qu'a l'issue du processus on obtient
une famille F' de chemins Tb, . . . , T~, ... , du type cherche,
Nous sommes alors en mesure d'achever la demonstration de notre theoreme 1.
Reprenant la suite ho, hI> ... , hn> ... du lemme 3, que nous pouvons supposer decroissante
et bornee par I, nous pouvons lui associer sans difficultes (processus inductif) une suite
croissante Un de nombres au moins egaus it 10 et tels que:
hn IVnEN -~_.
, Un IOn'
3hn + 1 hn--~-.
Un + 1 Un
Nous exhibons alors (c'est possible) un systeme So de points de E tel que:
Vn E N, Son U; est fini;
x, yE So;
, . d( b) hn + 1Va E Vn> 3b E Son U; venfiant a, ~--.
Un +l
A tout couple a, b de points contenus dans Son tU; U Vn+I ) , tel que {a, b} n [Vn - Vn+.J
n'est pas vide, et tel que d (a, b) ~ hn/ Un> nous associons un chemin geodesique T( a, b)
entre a et b.
Nous obtenons ainsi une familie de chemins geodesiques, que nous notons Fo et le
lemrne 4 nous permet d'affirmer que Fo peut en fait etre choisie de telle sorte· que
l'intersection de deux chemins de Fo soit toujours une union finie de chemins geodesiques
disjoints.
II est alors possible de completer So en rajoutant tous les points de E qui peuvent etre
consideres comme extrernites de chemins formant les intersections T( a, b) () T( a I, b')
(a, b, a', b' E So), et de subdiviser les chemins de Fo de telle sorte que le systeme (S, F)
alors induit soint un reseau routier entre x et y. Soit alors un p-uple Xl>'" , xp dans
Vi" .. . , Vip'
II existe un chemin continu L entre x et y tel que Vj E 1, . . . , p; distance de L it Xj;;' hi;'
Un simple raisonnement de compacite permet de verifier qu'il est possible de trouver une
suite de points {an; n E Z] sur L telle que pour tout n E l, on peut trouver p(n) EN verifiant :
1
L/[an, an+l] est situe dans ~ne meme region Vp(n) U Vp(n )+1 et son intersection avec
Vp(n )- Vp(n )+1 est non vide.
Va, b e L/[an, an + I ] , d(a, b) ~ hp(n )+I.Up(n )+l
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alors
[N.B: p(n) est alors unique]. Pour tout n EN, il est alors possible de trouver h; EStel que:
d( b) ",,;:: h p(n)+2 •am n -..:: ,
Up(n)+2
II est alors clair que l'on a:
alors d( b) ",,;:: hp ( n )+ lan, n -.:;: •
Up(n)+1
'fin E 7L., d(b b ) ",,;:: 3hp(n)+1",,;:: hp(n)n, n+l -..::: -.:;:.
Up(n)+1 up(n)
II existe done un chemin Tth.; bn +1) de F entre b; et bn + 1 et la distance entre un point
de Ttb.; bn + 1) et un point de LI[ano an + 1] est au plus egale a3hp(n)lup(n),;;;1hp(n)+I. Cela
nous permet d'affirmer que le chemin L' obtenu en juxtaposant les chemins Ttb.; bn + 1) ,
(n E7L.) ne contient aucun des points XI> ••• , xp• L' est d'autre part clairement un chemin
de l'espace E(S, F) induit par le reseau routier (S, F), et les extremites de L' sont X et
y. Effectuant ce raisonnement pour tous les p-uples XI> ••• , xp de
E-{x,y}x··· xE-{x,y},
p fois
nous verifions en fait que la connectivite entre X et y dans E(S, F) est au moins egale a
p. II nous suffit alors d'appliquer le lemme 1 a E(S, F) pour achever la demonstration
du theoreme 1.
6. QUELQUES QUESTIONS ANNEXES
(a) L'egalite VE(X, y) = CE(x, y) vaut-elle des lors que CE(x, y) est fini (aucune
hypothese n'etant effectuee sur la distance dans E). La reponse est non.
Considerons en effet dans 1R3 les points:
A=(-l,O,O),
u, = (_!,!, ~),
n n n
B=(l,O,O), C=(O,O,O), 0=(0,1,0),
Vn=(-l+~,O,O), n;;.2,
et l'espace E union des segments AB, DC, BD, u,v, UnO (n;;'2) (voir Figure 4).
z
A 8
FIGURE 4.
x
E ainsi construit est compact; les lignes brisees DUn Vn (n;;. 2) sont deux adeux disjointes,
et il est aise d'en deduire:
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(b) E etant notre espace rnetrique compact, A et B 2 parties de E, notons vE(A, B)
le nombre maximum de chemins continus 2 a 2 disjoints reliant A et B, et CE(A, B) le
nombre minimum de points qu 'il faut retirer de E pour obtenir un espace dans lequel A
et B ne sont plus reliables par un chemin continuo Quand l'egalite CE(A, B) =vECA, B)
se trouve-t-elle vraie? (Nous savons que cette egalite peut permettre d 'exprimer Ie theoreme
de Menger dans Ie cas des graphes finis).
II est aise de verifier qu'elle se trouve verifiee des que CE(A, Bv «: co et ce sans autre
restriction sur I'espace E considere que la compacite,
On peut par exemple s'en rendre compte en remarquant que si I'on pose CE(A, B) = k
il est possible d'associer it tout (k -1 )-uple XI, .. • ,Xk- I E E k - I , un chemin TX 1•. ..• Xk _l continu
allant de A en B et evitant chacun des points x .. . . . ,Xk-I' On en deduit par cornpacite
de E une famille finie {T;, allant de a, E A en b, E B, i E /} de chemins continus injectifs
telle que dans I'espace E ' = Ui€1 T;, muni de la topologie de sous-espace de E, on ait:
CdA',B')=k avec A '={a;;iE/}etB'={b;;iE/}.
D'autre part I'espace E' ainis construit peut etre muni d'une metrique respectant la
propriete (P) et on conclut aisement,
L'egalite CECA, B ) = vECA, B) n'est par contre plus forcemeat vraie des lors que
CE(A, B) est infinie. [Merrie en supposant verifiee la propriete (P)].
Pour le voir on effectue la construction suivante:
Dans 1R3 affine, no us considerons les points a = (0, 0, 0), b = (1,0,0) et nous notons P;
le plan d'equation z = t tan u( U E]0, tt12[).
A tout n E N (n;;. 2), nous associons un recouvrement fini F; = {Un.;, i E len)} du
segment ab par des sous-segments de longueur lin ouverts, et nous comptons tous ces
sous-segments au moyen d'une fonction injective l/J qui atout couple n, i associe l/J(n, i) E
N + de telle sorte que:
'r/i,j ie/en), jE/(n') , n < n' => l/J(n, i) < l/J(n',j).
Dans Ie plan P."./3</>(n. i J> nous considerons alors une courbe Cn•i qui a la forme de Figure
5.
a .
n,t
1/n 2/n 1/n 1/n
1 r
a cn," Un,,.
FI G URE 5.
en, i b
EXPLICATION. La direction au correspond dans 1R3 au vecteur
(0, cos(TrI3l/J(n, i), sin(TrI3l/J(n, i». Dans Ie plan P.". /3</>(n .; ) ainsi repere, on a:
an.i=(O, lin); bn.;=(I, lin );
abscisse de cn.; < 1In;
1- abscisse de fn.i < II n;
abscisse de en,i - abscisse de dn,iE ]11n, 21n[;
dans le cas ou aE Un• i , Ie point cn,; n'existe pas;
dans Ie cas ou bE Un•i , Ie point f n.; n'existe pas .
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II est enfin possible de faire en sorte en choisissant les courbes Cn,i' que tous les points
Cn,i, dn,i' en,i, fn,i (n EN, i E I(n), n » 2) soient distincts . On verifie alors que l'espace E
defini par:
E = segment ab
union A = disque de centre a et rayon I situe dans Ie plan x = 0
union B = disque de centre b et rayon I situe dans Ie plan x = I
union {toutes les courbes Cn,i, n E N, n > 2, i E I (n)}
muni de la topologie de distance euclidienne dans [R3 est compact, satisfait la propriete
(P), qu'il n'est pas possible de trouver une famille infinie de chemins continus deux a
deux disjoints reliant A et B dans E, et que l'on a cependant:
(c) Les raisonnements utilises tout au long de cet expose exigent clairement que l'espace
E considere soit compact et possede une base denombrable d'ouverts (et done soit
metrisable), En rajoutant la propriete (P), nous rajoutons en fait essentiellement la
connectivite locale par arcs. Reciproquernent, et nous ne connaissons pas la reponse a
cette question, est il toujours possible de choisir la metrique d'un espace metrisable
compact et localement connexe par arcs de facon aobtenir la propriete (P)? Cela semble
vrai pour tous les espaces usuels, mais peut-on rencontrer des 'pathologies'?
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